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Die longitudinale Widerstandsinderung im Magnetfeld
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The Longitudinal Change of Resistance by Magnetic Fields

With the aid of an improved wave function that exactly describes the motion of an electron in
parallel uniform E and B fields and by using a modified statistical operator, the reaction of the uncoupled
electron-phonon system to the perturbing electron-phonon interaction is expressed according to the
linear response theory. As in the transversal case the final result contains only observables and is free
from any adjustable parameters. For strong magnetic fields a closed expression for the final result is
obtained. The magnetic effect on the change of resistance is more dominant in the transversal case
than in the longitudinal case. A comparison with experiment is made for Cd at 78 °K in the range
200~ 300 kG and agrees reasonably well.
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1. Einleitung

Der elektrische Widerstand eines stromdurchflossenen Leiters wird erfahrungs-
gemil erhoht, wenn man den Leiter in ein homogenes Magnetfeld bringt. Die
magnetische Wirkung auf den Widerstand hidngt von der relativen Orientierung
der beteiligten Felder ab. Die Bewegung eines Elektrons in einem elektrischen
und einem dazu parallelen magnetischen Feld unterscheidet sich von der in
senkrecht gekreuzten Feldern wesentlich. Die Elektronen befinden sich im zweiten
Fall bereits ohne Elektron-Phonon Wechselwirkung in stationédren Zustinden,
nicht dagegen im ersten Fall wegen der Beschleunigung im elektrischen Feld.
Dabher lassen sich die Komponenten des Leitfdhigkeitstensors im zweiten Fall
ohne Einfithrung der Relaxationszeit nach dem Kubo-Formalismus berechnen [1].
Dagegen werden die Elektronenzustinde bei parallelen Feldern erst durch die
Elektron-Phonon Wechselwirkung zum thermischen Gleichgewicht relaxiert. Zur
Berechnung der Stromdichte in parallelen Feldern verwenden wir einen modi-
fizierten statistischen Operator. Mit diesem modifizierten statistischen Operator
146t sich der nichtstationire Vorgang der magnetischen Widerstandsdnderung in
parallelen Feldern nach der linearen Response-Theorie behandeln. Die Bedingung
fiir den Extremwert des Stromes liefert uns dann einen Ausdruck fiir die Relaxa-
tionszeit, die von den Magnetfeldern und von den Temperaturen abhiingig ist.
Diese 14Bt sich mit der gewshnlichen Relaxationszeit identifizieren, die als rezi-
proke Ubergangswahrscheinlichkeit unter Beriicksichtigung des Pauli-Prinzips
definiert ist.
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AnschlieBend diskutieren wir an Hand der Formel fiir die longitudinale Wider-
standsidnderung, wobei sich fiir starke Magnetfelder ein geschlossener Ausdruck
ergibt, das Verhalten der relativen Widerstandsénderung fiir wachsende Magnet-
felder.

2. Wellenfunktion fiir die Bewegung eines Gitterelektrons in parallelen Feldern
(E und B)

Die Bewegung eines Gitterelektrons in parallelen Feldern 1aBt sich als ein
gekoppeltes Elektron-Phonon System auffassen und der Hamiltonoperator fiir
das System lautet dann mit dem Vektorpotential A=B/2x7 und dem Skalar-
potential = —E-7 (E und B in z-Richtung):

H=H2+th+He—ph
e 2
He=(ﬁ——EA> /2m+e<D+VG, 1)

wobei Vi, H,, und H,_ , jeweils das periodische Gitterpotential, den Hamilton-
operator fiir die Gitterschwingung in harmonischer Ndherung und die Elektron-
Phonon Wechselwirkung bezeichnen. Mit denselben Symbolen und Bedeutungen
wie in [1] S.164 fiir die Formel (12) lautet die Elektron-Phonon Wechselwirkung:

H,_ = %in% Y e C(g) eiar e 2
mit C(q)=igD\/h/25|w,|.

Fiir die Bewegung eines Leitungselektrons ist das periodische Gitterpotential eine
kleine Stérung. Die Wellenfunktionen im Falle paralleler Felder, die die beiden
Felder exakt berticksichtigen, erhalten wir dann durch:

1. Die zeitabhiingige Koordinaten-Transformation 7' =7 — 4t 2/2 mit @ = eE/c,
die als kanonische Transformation r' =¥(r, t) aufgefasst wird,

2. Die Riicktransformation der Wellenfunktion vom bewegten Koordinaten
S’-System in das ruhende S-System.

Ein konstantes Feld E wird durch die kanonische Transformation v =r'(r, t)
forttransformiert und die Hamiltonfunktion im S’-System ist die einer krift-
freien Bewegung im homogenen Magnetfeld. Da die Eigenvektoren |r) infolge der
speziellen Koordinaten-Transformation »'=r'(r, f) zugleich die Eigenvektoren
des neuen Ortsoperators rq, sind und wegen der Normierung die Eigenvektoren
|r> und |'> sich nur um einen Phasenfaktor unterscheiden konnen, wird die
Ricktransformationsformel einfacher bestimmt als

) 4 ol 1 ez 242 T
Y(F, H)=exp W (eE’?)_EZE (@, 0 3)

Benutzen wir als Wellenfunktion im S’-System die Schraubenfunktion, so erhalten
wir nach der Formel (3) eine Wellenfunktion im S-System, die normierbar ist und
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beide Felder exakt beriicksichtigt. Sie lautet mit denselben Symbolen wie in [1]
(S.160 G1.(2)) und k(1)=k,+eEt/h

N ' o
brsossts 0= [ (5) oy X0 k()24 (. 72

= 7Ll exp— i @

) N ! h il k2 d
-exp—gg {( +2) w.+5 (C)} ¢
Die Funktion gehort zur Energie E=(N+1/2)ho, + (hk, + eE1)?/2m, zum Impuls
hk, in Feldrichtung und zur Geschwindigkeit (hk, + eEt)/m.

Als Basiswellenfunktion fiir die weitere Behandlung des Problems werden wir
die Blochsche Summe benutzen, die mit den um einen Gittervektor 7, versetzten
Schraubenfunktionen gebildet ist. Wir beriicksichtigen die Gittersymmetrie und
die Energieanderung durch das periodische Gitterpotential bei Behandlung des
Problems, dagegen wird dessen EinfiuB auf die Deformation der Wellenfunktion
nicht beriicksichtigt. Wir interessieren uns ja fiir das Verhalten der magnetischen
Widerstandsdnderung fiir starke Magnetfelder und die Deformation der Wellen-
funktion durch das periodische Gitterpotential ist dann klein gegen den magne-
tischen Effekt. Bezeichnen wir die Kennzahlen der Zustinde zusammengefasst
mit v(§)={N, k(f), k, =2e/hc-(B/2 x T34)}, so 1aBt sich die Blochsche Summe aus-
driicken als

lpv(t)(?v t) = <er(t); t>

- L it
=2 exp ik, 7o) Yo —Ty)-exp— | E(O) dl’ ()
g192 0
wobei E(f) jetzt den periodischen Gitterpotentialbeitrag zur Energie V,(N)
enthilt:

E()= (N +1/Qhw, + (hk,+eE1)*/2m+ V (n) ©6)

3. Modifizierter statistische Operator

Zur Behandlung des instationiren Vorgangs konstruieren wir einen stati-
stischen Operator derart, dal} er fiir Beschreibung der instationiiren Zustinde des
ungekoppelten Elektron-Phonon Systems mit dem Hamiltonoperator H,=
H,+ H,, geeignet ist. Die Nichtstationaritit der Zustinde rithrt allein daher, daf3
ein Elektron im Feld beschleunigt wird. Wir nehmen daher an, daf} das elektrische
Feld zur Zeit t=0 eingeschaltet wird. Vor dem Einschalten des Feldes (also zu
Zeiten ¢ < 0) befand sich das ungekoppelte System im thermischen Gleichgewicht

! Die in [1] S163 G1.(7) aufgetretenen Symbolen k, und r,, sind die Entartungsquantenzahlen
und driicken denselben Inhalt aus. In G1.(5) werden sie nur mit k, ausgedriickt. Diese Eigenfunktionen
bilden im strengen Sinne nicht ein Orthogonal-System, sondern ein Quasi-Orthogonal System. Die
geringe Uberlappung der Wellenfunktionen (5) bei niedrigen Landau-Quantenzahl N und bei schwachen
Magnetfeldern wird sich fiir hdhere N und starke Magnetfelder schnell aufheben.
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und dessen Zustandsbesetzungsgewichte sind mit der Anzahldichte der Zustdnde
Z,in dE und der Fermigrenzenergie { gegeben als Produkt der Fermi- und Bose-
Verteilungsfunktionen:

W(m(0), N,) =f((E(0) —{)/ksT)-N, (7

mit f(X)=Z,(e¥+ 1)~ und N =(e"*«*sT-1)~ .

Was sich im Lauf der Zeit nach Einschalten des Feldes dndert, sind nicht die
Zustandsbesetzungsgewichte, sondern die Zustinde, solange man keine Relaxa-
tionsprozesse beriicksichtigt. Nach dieser Vorstellung des physikalischen Vor-
ganges 4Bt sich der modifizierte statistische Operator mit den Anfangsbesetzungs-
gewichten (7) und den instationdren Zustandsvektoren des ungekoppelten
Systemes |m(r)) ausdriicken als

po=Y. |m(®> W(m){m()| ®)

4. Neumannsche Mittelwerte der Stromdichte

Entsprechend der Definition der Stromdichte j=he/22mV{iy*V b —(V yr* )W}
1aBt sich der Stromdichteoperator jo, mit den Zustandsvektoren |n, 1) des ge-
koppelten Systems H=H,+ H,_ ,, ausdriicken als

Jop=He/i2mV {<n, t|V,|n, t)1op—(V Ln, t)n, >} )

Die Symbole n, V' und 1,p bezeichnen die Zusammenfassung der Kennzahlen der
Zustinde des gekoppelten Systems, das Periodenvolum des Gitters und den Ein-
heitsoperator.

Linearisieren wir den Stromdichteoperator j,, in Bezug auf die Elektron-
Phonon Wechselwirkung H,_,, und stellen ihn im Wechselwirkungsbild j, (1) =
etHorlh i, (0) e~ 7o' dar, so ergibt er sich mit Hilfe der Orthogonalitit der Zustands-
vektoren |m)> und der Bewegungsgleichung i d/dt jo,(1)=[jop(t), Hol+
ih 0/0t jo,(f) zu

Jop(®D=Jos 0p(D) +J15 0p(?)
Jos op)=e/mV(k,+eEN],, (10)

Jis op®)= —eZE/2mVj {|m> <m| H,_ (1) +c, c} dt
0

E,—Hy,—ih{
Zur Berechnung der Neumannschen Mittelwerte benutzen wir die Kubo-Methode
mit dem Durch H,_ ,, gestorten statistischen Operator (8) in erster Naherung. Die
Kubo-Methode [2] ergibt dann als Mitteiwert der Stromdichte fiir den Operator
(10):

op(8)> = <Jo,00(1) >0 +(1/ih) _I delLit00(0), H,— p(T)]> (11

2 |m)>=|N, k., k. ; N,> bezeichnet den Zustandsvektor des ungekoppelten Elektron-Phonon
System im Magnetfeld allein.
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Die eckige Klammer bedeutet die Mittlung iiber eine groB-kanonische Gesamt-
heit, die sich als die wahrscheinlichste Verteilung bei gegebener Teilchenzahl und
gegebener Gesamtenergie fiir das ungekoppelten System durch die Besetzungs-
gewicht W(m) (7) ausdriicken 14Bt. In Spektraldarstellung [3] lautet der Neu-
mannsche Mittelwert (11) mit den Abkiirzungen fiir Elektronendichte n,=
V=13, W(v), Differenzen der Besetzungsgewichte W, und dem als reziproke
Relaxationszeit interpretierten Ausdruck

(B, T)‘— - Z Z Z |<m| He— (@ DI Win0(Ee)

<]op(t)> =ne€2E/m{l —t*/41(B, T)} (12)

Der durch die Elektron-Phonon Wechselwirkung ungestorte Strom wird durch
den ersten Terme in (12) dargestellt und er zeigt das Verhalten eines freien Elek-
trons im Feld und ist zeitlich unbegrenzt. Der Gesamtstrom erreicht dagegen
durch den Relaxationsmechanismus der Wechselwirkung H,_, ein Maximum
zur Zeit t=21(B, T), die von der Bedingung fir den Extremwert des Stromes
d/dt {jo,(1)> =0 bestimmt wird. Der Giiltigkeitsbereich der Strom-Zeit Kurve der
Formel (12) ist 0 <t <21(B, T). Denn die Ansétze der Diracschen Stérungstheorie
gelten fiir den Bereich ¢ > 27(B, T) wegen Auseinanderfallens der Anfangszustinde
nicht mehr. Wir nehmen dabei an, daB der Strom ab der Zeit t=2t(B- T') stationir
ist. Obwohl diese Annahme sehr kiithn sein mag, ergibt der Neumannsche Mittel-
wert (12) fiir t=21(B, T) das fiir schwaches Feld E geltende Ohmsche Gesetz in
der Drudeschen Form

Uop(8)y =n.e*(B, T)E/m, (13)
entsprechend einer elektrischen Leitfihigkeit
0.(B, T)=n.e*t1(B, T)/m. (14)

5. Die longitudinale Widerstandsiinderung bei tiefen Temperaturen

Der longitudinale Widerstand p,=o_,! ist gegeben durch

pi(B, T)=m/n,e*t(B, T)
m 2% (15)
—n2e2 h _l Z z Z |<m| ph(q.) ‘l>|2 Wlmé(Eml)
Der Grenziibergang zu Verschwmdendem Magnetfeld 148t sich hier ebenso wie
bei dem Problem der transversalen Widerstandsinderung durchfithren. Dabei
benutzen wir die Eigenschaft der Schraubenfunktion, die in [1] S.171 unter der
Formel (28) genauer beschrieben ist. Der Grenzwert des p, geht nach Ausfithrung
der Summe iiber dic Kennzahlen der Zustinde und 7 in die Bloch-Griineisen
Formel fiir Widerstand [4] tber:

op/T

pi0, T)=Ao(T/0p)° | E((~1)(1—e %) "de, (16)
0
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die die bekannte 7°-Abhiingigkeit widergibt. Dabei ist die reduzierte Phonon-
Energie hw,/kyT, 0) die Debye-Temperatur und A, die Abkiirzung fiir A4,=
D’m 3(k390)5w(EL/l)/2847r3n2€2h756?62 mit o(E, /0)=5+" (1-x)2dx.

Zur weiteren Auswertung von p,(B, T) in (15) ersetzen wir die Summation iiber
die dicht liegenden7,,, k, und § durch Integrale. Das Quadrat des Matrixelementes
in p, 14Bt sich berechnen und es wird

|<m| H,— (@) |ID|* = D?h|q|26¢,- (N, + Dn!/(n+ o) le ™ u*(L(w))* a7n

mit a=n—n" und u=q,%/8P.
Ferner ist das k,-Integral mit der Abkiirzung fiir die Differenz der Fermi-Vertei-
lungsfunktionen K, ,=f(X —¢&/2)—f(X+¢£/2) gegeben durch

j dk Wlmé(Eml) rn/kBTh2 |qz| N ntas s (18)

hier ist X’ gegeben durch
X=(ksT) H{Q2n+a+ DB 2m+ g [8m+(V . (n)+ V (n)/2
+(m/2g2)(,+ ok B/m+ AV (0, m)/i)* =}
Mit der Abkiirzung A =D*m3/16n*n2e*h*6c} wird dann

hz F-1a 1 (gmax gl =
ﬁ Z Z(n—’:—a)! J.f dq,dq, q‘qlq\l N (N,+1) (19)

e 2“um(L;':(u))2I(n +a,n°

Die Summation iiber die Energiequantenzahlen » und iiber die Bandiiberginge o
laufen bis zur hochsten Quantenzahl N—1, die bei gegebenem Magnetfeld
besetzt ist und bis zum héchsten damit vertraglichen &. Im Integral benutzen wir
die neue Variable v=A}(hw,/kgT)* /8B mit Ay =kgT/hc; und ersetzen dann die
obere Grenze A2 (BD/T)Z/S,B fiir tiefe Temperaturen durch Unendlich. Ferner
nehmen wir bei der Summation iiber » nur die dominanten Terme mit. Dann
erhalt man fiir die relative Anderung (p;— po)/p, des longitudinalen Widerstandes
den geschlossenen Ausdruck:

pB, T)—p0, T) _A(C,. {, T) #B _
p0, T) Fi(0,/T) m{

P I(Ea T)

(20)

Hier bedeutet
A, &, T)=64(mc}/2ksTY* (ks TY 0(E, /0)

und

8p/T

Fs(0,/T)= Ef) S -l —e™ L.

Dieser Ausdruck ist wiederum frei von jeglichen Hilfsparametern und hingt nur
noch von physikalischen GroBen, ndmlich der Schallgeschwindigkeit ¢;, der
Fermigrenzenergie { des Materials, den Magnetfeldern, der maximalen kinetischen
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Energie £, und der Temperatur T ab. Die relative longitudinale Widerstands-
dnderung ist proportional B und hingt von der Temperatur wie 7~ * ab. Das
Verhalten der relativen longitudinalen Widerstandsinderung ist dhnlich dem der
* transversalen. Der Temperatureffekt wird bei einem Leiter um so grofer, je tiefer
die Temperatur ist. Der magnetische Effekt bei der longitudinalen Widerstands-
anderung ist schwicher als bei der transversalen.

6. Vergleich mit dem Experiment

Wir machen den Vergleich mit den Messungen an Cd bei der Temperatur
T=78 °K. Die zur numerischen Berechnung nétigen GriBen sind : Fermienergie
{=1.2x10"1! erg, die aus der spezifische Wirme berechnet ist [5], Schall-
geschwindigkeit ¢,=3.75 x 10° ¢m sec™?, die sich aus elastischen Konstanten [6]
ergibt, und die Debye-Temperatur 8,=147.5°K [7], die sich iiber v aus der
Lindemannschen Formel oder 8,=138 °K [8] aus Messung der spezifischen
Wirme bestimmen lassen. Die Werte der Bloch-Griineisen Funktion sind
J(147.5/78)=2.86 bzw J5(138/78)=2.40. Der Wert des Integrals o(E, /() fiir
E|/t=2/3 ist p(2/3)=4. Die numerischen Resultate zeigt Tab. 1. Die Uberein-
stimmung mit dem Experiment ist fiir starke Magnetfelder (200~ 300 kG)
ziemlich gut. Sie wire nicht gut fiir schwache Magnetfelder (0~ 200 kG), denn
wir haben bei der Behandlung des Problems zunichst nur im Grenzfall starker
Magnetfelder beriicksichtigt.

Tab. 1.

B (p1—po)lPo theor.

(P1— Po)/po eXp.
in KG fir0,=138°K Fiir0,=147°K

200 041 (0.56) 0.19 (0.31) 0.44 (0.57)
250 0.76 (0.85) 048 (0.56) 0.57 (0.75)
300 112 (1.19) 078 (0.84) 070 (0.92)

Die Zahlen in den Klammer zeigen die Daten fiir transversale Widerstandsénderung. Die experi-
mentellen Daten sind aus Messungen von P. Kapitza (Proc. Roy. Soc. A123, 292 (1929)) entnommen.

7. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die longitudinale magnetische Widerstandsinderung
nach einer neuen Methode theoretisch behandelt und berechnet. Ausgehend vom
Metallmodell der freien Elektronen wird der EinfluB der homogenen Felder in
Strenge, der des periodischen Potentials nur bei Berlicksichtigung der Gitter-
symmetrie und der Einflu der Elektron-Phonon Wechselwirkung auf den Strom
nach der linearen Response-Theorie behandelt. Es ist dabei wesentlich, dall wir
die Bewegung der freien Elektronen in einem parallelen magnetischen und elek-
trischen Feld durch eine neue Wellenfunktion exakt beschreiben. Sie sind wegen
der Beschleunigung der Elektronen im E-Feld instationir. Durch Beibehalten
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dieser instationdren Zustinden bei der Konstruktion des statistischen Operators
konnen wir die lineare Response-Theorie beziiglich der Elektron-Phonon Wechsel-
wirkung auf die instationdren Vorginge anwenden. Die Theorie liefert uns dann
eine Relaxationszeit, die von den Magnetfeldern und den Temperaturen abhéngig
ist. Der Grenziibergang zu verschwindenden Magnetfeld ist explizit durchzufiihren
und ergibt widerum die Bloch-Griineisen Formel fiir den Widerstand. Wie wir
bereits im transversalen Fall festgestellt haben, kommt bei hohen Magnetfeldern
die Gitterkonstante wegen deren dann geringer Bedeutung nicht vor.

Es ergibt sich fiir tiefe Temperatur ein Endergebnis in geschlossener Form fiir
(p;—po)/po- Es zeigt sich: Die relative longitudinale Widerstandsidnderung ist
proportional zum Betrag des Magnetfeldes und 7 ~*. Ferner zeigt sich die longi-
tudinale Widerstandsdnderung als kleiner als die transversale. Der stirkere Effekt
bei der transversalen Widerstandsinderung gegeniiber den longitudinalen Fall
rithrt daher, daB sich die Elektronen bei senkrecht gekreuzten Feldern in Richtung
E x B und bei parallelen Feldern in Richtung E bewegen.

Der Vergleich mit bei 78 °K an Cd gemessenen Werten ist zwischen 200 ~ 300
kG durchaus zufriedenstellend.
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